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JO AN N A  W UW ER
O  bazie fundamentalnej ciała cyklotomicznego
W  książce Z. I. BOREW ICZA i I. R. SZAFAREW ICZA ([1], str. 129) 
sformułowany jest w  charakterze problemu do udowodnienia następujący 
lemat, który często bywa pomocny przy wyznaczaniu bazy fundamentalnej 
ciała.
LEM AT. Jeśli 0  jest pierwiastkiem wielomianu Eisensteina f  (x)=ccn-l- 
+ a 1x n~1+  . . .  + a „  wzglądem liczby pierwszej p (ai —  całkowite, p 1 <zt» 
i =  1, . . . ,  n, p24 °n ). to p nie dzieli indeksu (O  : M ) ordynku1) 
M  =  <  1, 0 , , 0 n_1 >  w ordynku maksymalnym O ciała Q (0 ).
W  oparciu o ten lemat, w  sposób szczególnie prosty, można udowodnić 
na przykład twierdzenie o bazie fundamentalnej ciała cyklotomicznego 
Q (Ç), gdzie Çp" =  1.
TWIERDZENIE. Niech Ç będzie pierwiastkiem pierwotnym stopnia pn 
z  jedności, p-liczba pierwsza, n ^  1. Wtedy baza potęgowa 1, Ç,. . . ,  Ç'f’iP 1* ) - 1 
jest baząs fundamentalną ciała Q (Ç) Up —  funkcja Eulera).
D o w  ó d. Wielomianem minimalnym liczby Ç jest
f  ( X )  - — -------------- =  X P n _ , ( P - 1) +  X P rt“ , ( P - 2 ) +  . . . + X P n ~*  +1  =
x p - 1
I 2 ( x -  Ç*)
0 <  i <  p” , (i, p) =  1
stopnia s =  q> (p"). Zbiór 1, Ç,...  , Çs_1 jest bazą ciała Q (Ç).
Weźmy pod uwagę Z-moduły M  — <  1, Ç, . . . ,  ^s~1 > i M ' =  <  1, i , . . ,  
l s_1 > ,  gdzie X =  1—Ç. Z  równości X =  1—f  wynika, że M ' d  M  i podobnie 
z Ç =  1 — X wynika, ż e M C  M', a więc moduły M  i M ' są równe. Niech O 
oznacza ordynek maksymalny ciała Q (Ç). Ponieważ Ç jest liczbą algebra-
!) Term in „ordynek” , zaproponowany przez prof. A . SC H IN ZLA , jest polskirp
odpowiednikiem angielskiego „order” , niemieckiego „Ordnung”  i rosyjskiego
„nopsflO K ” .
iczną całkowitą, więc M' =  M C  O. Stąd dla wyróżników D (M ') i D (O) 
ordynków M ' i  O zachodzi D  (M ') =  (O : M ')2 D (O). Lecz D (M ’) =  D (M ) 
jest potęgą liczby pierwszej p ([3], str. 71), skąd wynika, że (O : M ') jest 
także potęgą liczby p o wykładniku ^  0. Z drugiej strony, zauważmy, że X 
jest pierwiastkiem wielomianu E ISENSTEINA f  (1 — x ) względem liczby p 
([2], str. 90, zad. 669), więc na mocy lematu p + (0  : M"). Zatem (O : M ') =  1 
tzn. O =  M ' =  M.
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JO AN N A  W UW ER
ON THE IN TE G R A L  B ASIS  OF A  CYC LO TO M IC  F IE LD  
Summar y
Using a lemma formulated below the author gives a simple proof that 
1, t s_1, s =  cp (pn), is an integral basis o f the fie ld  Q (£), where C is a prim itive
root o f unity o f degree pn.
LEM M A. I f  0  is a root o f an Eisenstein polynom ial w ith respect to the prim e
num ber p, then p does not d ivite the index (O  : M ) o f the order M  =  <  1, 0 ....0™ -1 >
in  the m axim al order O o f the fie ld  Q (0 ).
This lemma appears as a problem in [1], p. 129.
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